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1 Introduction

原子核の準位密度は，核反応率を理解する上で重要な核データである。特に不安定核

等，反応率の測定が困難な場合には，その理論的・定量的評価のために crucialである。

他方，宇宙物理学において様々な天体現象の定量的レベルでの研究が進むにつれ，不安

定核も含めたほとんどあらゆる核種の精密な核データが重要になってきた。このような

天体核反応の研究には多数の核種の準位密度が必要であり，我々の身の回りの元素の起

源を探る元素合成過程の研究や，超新星爆発等の物理的に興味深い天体現象の理論にも

大きく影響する。しかし，準位密度の実験データが得られる原子核も，核反応率の場合

と同様非常に限られており，また準位密度を理論的立場から精度よく評価するのも容易

でなかった。ここでは，核準位密度に関する理論として成功を収めつつある最近のアプ

ローチを紹介し，原子核構造論の発展が核データ，さらには宇宙物理学に対してどのよ

うに寄与し得るかを示す一例としたい。

重元素は，AGB星（s過程の場合）や超新星爆発（r過程の場合）において，主に中性

子捕獲（(n, γ)反応）により合成されたと考えられる。この (n, γ)反応率を理論的に与え

るのにHauser-Feshbach公式が用いられるが，そこでは核構造の情報として中性子共鳴

以下のエネルギー全体にわたる核準位密度が inputとなる。よく知られている通り，核

準位密度のエネルギー依存性は非常に強く，backshifted Bethe formula（以下，BBFと

略す）でよく表される。BBFはもともと Fermiガス模型を基に導かれたもので [1]，例

えば全準位密度について

ρ(Ex) =
√

π

12
a−1/4 (Ex −∆ + t)−5/4 exp

[
2
√

a(Ex −∆)
]

(1)

のように与えられる。ここで Exは励起エネルギー，tは Ex −∆ = at − t2により定義

される量である。従って，上のBBFは a, ∆の 2つのパラメータを含んでいる。実際は，

BBFは aと∆を準位密度の実験値に fitした時よく成り立つのだが，パラメータ a及び

∆の値は Fermiガス模型から得られる値と大きく異なるばかりでなく，核種に強く依存

し [1]，これらを理論的に精度よく予言するのは容易でない。それゆえ結局のところ，核
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準位密度の理論的予測は困難であった。

では，我々が対象としている比較的低いエネルギー領域において，核準位密度にどん

な自由度が効くのだろうか。中性子共鳴エネルギーは高々10MeV程度で，異なるmajor

shell間のエネルギー差の測度 h̄ωと同程度に過ぎない。そのため，Fermiガス模型のよ

うな描像よりむしろ major shell内やそのごく周辺の shell structureの方が重要であろ

うし，また valence核子間の 2体相関も核準位密度に十分寄与し得る。但し，準位密度

はグロスな性質なので 2体相関の多くは大きな効果を持たず，対相関や四重極相関など

の集団運動と関係した 2体相関のみが重要と考えられる。このような shell structureや

valence核子間の 2体相関を十分に取り入れるためには，いわゆる shell model計算のよ

うな interacting shell model (以下，ISMと略す）が適している。しかし，中性子共鳴

近くのエネルギーまでカバーするようなmodel spaceは（軽い核を除いて）通常の shell

model計算には大き過ぎ，shell model計算を核準位密度の研究に応用するのは現実には

不可能であった。

ところで，核準位密度は有限温度の核構造の問題として捉えることができる。近年 shell

model Monte Carlo法 [2]（以下，SMMC法と略す）が開発されたが，これは有限温度

の核構造を核子間の量子的多体相関を取り入れた ISMにより扱うための強力な toolと

なる。我々は shell model Monte Carlo法を応用することにより，ISMによる微視的立

場から核準位密度を理論的に評価する方法を開発し，実際に核準位密度を精度よく記述

できることを示した [3, 4, 5]。以下において，SMMC法を用いた最近の核準位密度に関

する理論的研究を紹介する。

2 Shell model Monte Carlo法と核準位密度計算

本節ではまず，SMMC法について概説する。一般に ISM Hamiltonianは

H =
∑
a

εan̂a +
∑
α

κα

2
ρ̂2

α (2)

の形に表すことができる。ここで εa, n̂aはそれぞれ 1粒子軌道 aのエネルギーと粒子数

演算子, ρ̂αは適当な 1体密度演算子, αはそのラベルである。温度 T の下で, 粒子数が固

定された系での物理量Oの正準期待値は 〈O〉 = Tr(Oe−βH)/Z(β) で与えられる。但し

β = 1/kBT，Z(β) = Tr e−βH は正準分配関数（Trはその粒子数での正準トレース）で,

e−βH は虚時間 βでの系の発展演算子である。この虚時間 βを十分小さな∆βに n等分

すると, (2)式より次のように分解できる（Suzuki-Trotter分解）。

e−βH = (e−∆βH)n ; e−∆βH =
∏
a

e−∆βεan̂a
∏
α

e−∆β κα
2

ρ̂2
α + O

(
(∆β)2

)
. (3)
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さらに, (3)式のうち ρ̂2
αを含む因子は次のように書き直せる（Hubbard-Stratonovich (HS)

変換）。

e−∆β κα
2

ρ̂2
α =

∫
dσα

√
∆β|κα|

2π
e−∆β|κα|(σ2

α
2

+sασαρ̂α) ; sα =




±1 (if κα < 0)

±i (if κα > 0)
. (4)

この HS変換により, 各 ρ̂αに対応して補助場 σαが導入された。(3)式と (4)式から, 時

間発展演算子 e−βH を時間に依存した補助場 σに関する経路積分で表すHS表示

e−βH '
∫
D[σ]Gσ Uσ (5)

を得る。(4)式を (3)式に代入する際, 時間分割毎に異なる σα(τm) （τm = m∆β ; m =

1, · · · , n）が現れ，σは時間に依存した補助場と見なされる。Gσ = e
−∆β

2

∑
α,m

|κα|σ2
α(τm)

は σについてのGauss型因子で, 補助場 σの自己エネルギーに関する項と見ることがで

きる。Uσ = e−∆βhσ(τn) · · · e−∆βhσ(τ1)は

hσ(τ) =
∑
a

εan̂a +
∑
α

|κα|sασα(τ)ρ̂α (6)

による時間発展演算子である。この hσ(τ)は虚時間 τ において補助場 σα(τ)中を運動す

る核子の 1粒子Hamiltonianを表している。HS経路積分の計量は

D[σ] =
∏
α,m


dσα(τm)

√
∆β|κα|

2π


 (7)

で与えられる。(5)式のHS表示を使うと，物理量Oの熱平均は

〈O〉 =
Tr(Oe−βH)

Tr e−βH
'

∫ D[σ] Gσ〈O〉σTrUσ∫ D[σ] GσTrUσ
(8)

と表せる。但し, 〈O〉σ = Tr(OUσ)/TrUσ である。

hσ は 1粒子Hamiltonianなので, もし σが与えられれば (8)式の被積分関数は容易に

計算できる。Valence空間の 1粒子状態に対する行列を扱うだけで済むからである。例

えば Uσ の大正準トレースは, 外場 σ中を独立に運動する Fermi粒子の分配関数になり,

（σに依存した）1粒子軌道に対する Fermi-Dirac分布関数により与えられる。正準分配

関数TrUσ を得るには, これに粒子数射影を施せばよい。このようにして, それぞれの σ

に対して (8)式の被積分関数が計算できる。

しかし, 当然ながら (8)式の経路積分の多重度は大変大きいので, 実際の計算は以下

に述べるような Monte Carlo 法で取扱う。十分小さいが有限の ∆β を取り, 補助場 σ

の値を分布関数 Wσ = Gσ|TrUσ| に従って酔歩させ, 各サンプル σ = {σα(τm)} に対
して 〈O〉σ を求める。これを繰返して多数の相関のないサンプルを選び, Oの熱平均を
〈O〉 ≈ ∑

Φσ〈O〉σ/
∑

Φσ により評価するのである（ΦσはTrUσの符号）。〈O〉σの分散か
ら 〈O〉に対する統計誤差も評価できる。一般に符号 Φσ は常に正であるとは限らず，い
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わゆる “符号”問題を導くが，準位密度のようなグロスな性質については集団運動に関連

した成分だけを引き出すことにより符号問題を持たないHamiltonianを使うことができ

る [3]。

核準位密度は，SMMC法を用いて次のように求めることができる。量子束縛系の準位

密度 ρ(E) = Tr δ(E−H)は正準分配関数Z(β) = Tr e−βH の逆 Laplace変換として得ら

れる。この逆 Laplace変換を鞍点近似によって取扱うと, Eと βがE(β) = − d
dβ lnZ(β)

のように関係づけられ（これによりEと温度 T = 1/kBβでの正準エネルギー期待値 〈H〉
を同一視できる）, 準位密度は

ρ(E) ' eS

√
2πβ−2C

; S(E) = βE + ln Z , C(β) = −β2 d

dβ
E(β) (9)

で与えられる。ここで S はエントロピー, C は比熱である。このように, 原子核は孤立

した多体系であるにもかかわらず, その準位密度は原子核の熱特性と見なせるのである。

SMMC法により βの関数としてE(β) = 〈H〉を計算し, ln[Z(β)/Z(0)] = − ∫ β
0 dβ′E(β′)

により分配関数を求めれば, (9)式から準位密度が得られる。

ところで，原子核のような有限系では種々の保存則が重要な役割を果たす。核準位密

度においても，例えば量子数により異なるエネルギー依存性を持つ可能性がある。この

ような量子数毎の準位密度は，SMMC法による計算の際にその量子数に関する射影を行

うことにより求めることができる。上述のように正準トレースを得るために粒子数（陽

子数及び中性子数）射影を行う他，我々は parity射影法を開発して核準位密度の parity

による違いを明らかにした [3]（次節参照）。さらに最近 isospin射影法を開発し [6]，そ

の効果も調べている。

3 pf-shell領域における結果

pf -shell領域の核データは，超新星爆発のメカニズムを定量的に理解する上で非常に

重要である。我々はまずこの領域の核準位密度を対象とし，ISMに基づく（即ち SMMC

法を用いた）理論的アプローチの有効性を確かめると同時に，parity依存性などの核準

位密度に関する物理を明らかにすることを試みた。本節では，その結果を抜粋して紹介

する。

Model space及び有効Hamiltonianは次のように定めた。まず，中性子共鳴領域までカ

バーするため，full pf -shellに加えて 0g9/2軌道から成るmodel spaceを仮定した。1粒子

エネルギーはそれぞれの核種に対してWoods-Saxon potentialを解いて定め，有効相互

作用は，集団運動に関係した自由度を保持するため，1粒子 potentialと consistentな表面

peak型の多重極相互作用と対相互作用から成るものを用いることにした。対相互作用の

強さはこの領域の核種の質量における偶奇差の系統性から定めた。この有効Hamiltonian

は，準位密度のデータを直接使うことなく，この領域のそれぞれの核種に対して一意的

に決定される。
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さて，pf -shell領域の安定核の幾つかについて，実際に SMMC法を用いて準位密度を

計算した結果を図 1に示す。図 1の上側では，全準位密度の計算値を実験データと比較

している。全準位密度に対する直接のデータはないが，図では実験的に得られたBBFの

パラメータから再構成したものを示した。エネルギー依存性，核種依存性のどちらの観

点からも計算値が極めてよい精度で実験値を再現していることが分かる。また，平均場

近似による計算との比較を通じ [3]，平均場近似で形状相転移のため現れる核準位密度の

kinkは fictitiousで，量子効果により消失することが明らかになった。
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図 1: 上側: SMMCを用いた計算（黒い四角）及び実験的に（実線）得られた全準位密

度。実験値は [7]（56Fe，60Niに対して）と [8]（68Znに対して）に与えられたBBFパラ

メータによる。下側: SMMCを用いた計算による parity毎の核準位密度。偶 parity準位

の密度は黒丸，奇 parity準位の密度は白抜きの三角で表している。

図 1の下側には，parityの偶奇毎の準位密度を示した。Parity縮退のある Fermiガス

模型に限らず，多くの核準位密度に関する理論は parity依存の可能性を考慮していない。

宇宙物理学における計算でも核準位密度の parityによる違いを考慮に入れたものはなかっ
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た。しかし，偶々核では低エネルギー領域で parityにより対相関の影響が異なる [9]。さ

らに，原子核の subshell構造がそれ以上に大きな影響をもたらす [3, 4]。これは物理的に

期待される効果であると同時に，我々の realisticな計算でも明らかである。偶々核の奇

parity状態は 0g9/2軌道への核子の励起を必要とするが，56Feでは 0g9/2軌道はFermiエ

ネルギーから 5MeV以上離れていると考えられる。そのため，励起エネルギー 10MeV

程度でも奇 parity状態を偶 parity状態ほど数多く作ることができず，parityの偶奇によ

り準位密度は大きく異なるのである。このような parity依存性が元素合成等の宇宙物理

学の理論にどう影響するか, 今後の研究に興味が持たれる。

ここで採用しているmodel spaceは 0f7/2軌道と 0g9/2軌道の両方を含んでいる。この

ようなmodel spaceで ISMを扱うと重心運動による spurious stateを生じることが知ら

れている。しかし，この spurious stateは 0f7/2軌道から 0g9/2軌道への励起を含むため

低エネルギー領域にはごく少数しか現れず，準位密度に対する影響は定量的に negligible

である。このことは実際の数値計算によっても確認されている。

次に，A = 55の isobarである 55Mn 55Fe, 55Coの全準位密度を比較しよう（図 2）。

核準位密度の BBFパラメータの系統性を論じる際，しばしば奇核でパラメータ∆は 0

となり，パラメータ aは質量数だけで決まると仮定されてきた。このような仮定の下で

は，A = 55の 3つの核種の準位密度は完全に一致することになる。しかし，図 2に見ら

れるように，この 3つの核種の準位密度がかなり異なっていることは実験的に明らかで，

上述のような仮定は受け入れられないことが分かる。また我々の計算結果は，計算を加

速するための近似により図 1に比べると実験値との一致が悪いが，核種による違いをよ

く再現していると言えよう。

4 課題と展望

前節に示した通り，pf -shell領域の安定核に対する計算を通じて，核準位密度が inter-

acting shell modelにより精確に記述できること，またその上で SMMC法が非常に有効

であることが確認できた。さらに，核準位密度の parity依存性や様々な shell effectの存

在 [4]が明らかになった。ISMに基づく計算を行う上で，model spaceを十分大きく取る

こと，また集団運動に関与する 2体相関を十分に含んだ適切な有効Hamiltonianを選ぶ

ことが重要と考えられる。この有効Hamiltonianは我々が既に持っている核構造の知識

から決定することができ，それぞれの核種に対して一意的に定められる。それゆえ，こ

の手法の予言性は十分に高いと期待され，不安定核を含むより多くの核種に対する適用

が待たれている。

SMMC法を用いた核準位密度計算を extensiveに実行する上で，解決すべき問題が幾

つか存在する。その一つは，陽子過剰核，特に Z = N 核における準位密度計算である。

Z < N 核では isospinによるエネルギー分離のため低エネルギー領域に isospinの高い状

態がほとんど存在しないのに対し，Z = N 核では T = 0状態と T = 1状態の分離がよ

くない。他方，前節で扱った有効Hamiltonianが isospinによるエネルギー分離を適切に

— 9 —



0 2 4 6 8 10
Ex(MeV)

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

ρ

55
Mn

55
Fe

55
Co

図 2: A = 55核の全準位密度（[5]より引用）。記号は SMMC法を用いた計算値，破線

は実験値 [8]。

与える保証はなく，これが Z = N 核の準位密度に大きな影響を及ぼし得ることが指摘

されていた [10]。この問題に対し，最近我々は効率よい isospin射影法を開発し，それを

用いてエネルギー分離を適切に補正できることを示した [6]。これにより，Z = N 核で

もその周辺核と同程度の信頼性を持った準位密度計算が可能になった。

核準位密度の parityによる違いと同様，核 spinによる違いも考え得る。核準位密度の

spin依存性は，従来Gauss型の因子を仮定して扱われてきたが，微視的計算により調べ

ることに興味が持たれるし，宇宙物理学等への応用上も重要である。しかし，SMMCに

おいて spin射影を実行するのは非常に time-consumingで，現状では現実的と言えない。

新たな手法の開発もしくは計算機のさらなる高速化が必要であろう。

SMMC法を用いた核準位密度計算を進める上で，より重い核への応用が特に重要で

あることは言うまでもなかろう。核データとして大きなweightを占め，宇宙物理学への

impactも大きい。pf -shellより重い質量領域では，低エネルギーにおいて原子核の四重

極変形が顕著になる。しかし，原子核の変形が準位密度にどのような影響を及ぼすかは

十分明らかになっていない。これを微視的立場から調べることは，核構造論，核データ，

宇宙物理学に共通して重要である。変形核の準位密度を計算するには 1 major shellを超

えるmodel spaceを取る必要があり計算量が大幅に増大するが，全準位密度の計算は現

在の計算機でも可能と考えている。我々は既に希土類領域での計算を始めており，遠か

らずその結果を報告できるものと期待している。
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ところで，最近の不安定核の構造に関する実験から，中性子ドリップ・ライン近傍では

shell structureが安定核と大きく異なることが示唆されている。このような shell structure

の変化は核準位密度にも大きく影響し得る。そのメカニズムを正しく理解することは，

（準位密度の問題をも含んだ）核構造論全般に関わる非常に重要な課題であることを付言

しておきたい。

本稿で述べた研究は，全般についてY. Alhassid（Yale大学）との共同研究として行っ

ており，部分的に S. Liu（Yale大学），G. F. Bertsch（Washington州立大学）とも協力

している。数値計算には，原子力研究所計算科学技術推進センターの IBM SP3，同タン

デム加速器施設の PCクラスター Helios，理化学研究所の富士通 VPP700，筑波大学計

算物理学センターの CP-PACSを用いた。
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